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Ueber die Oscillation 
zweier nach dem Newtonschen Gesetze einander abstossenden 
Punkte, welche auf der Peripherie eines Kreises 
zu bleiben gezwungen sind. 


$ 1. Die Kraft zwischen den Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung sei k', 
so ist in der Entfernung r die Kraft F zwischen den Massen m und m' 


= k“ d k 
Hn Ы = = (Е = k mn‘) 


Der Mittelpunkt des Kreises sei der Coordinatenanfang, die Ebene des Kreises die 


x y Ebene, so ist 
$ r? (x) + (у — у) 


und die Kraftcomponenten an m und m’ 


А К x—x' r K y—y 
X = — — Y = —— 
12 r r? r 
e К x—x К у y’ 
X’ e. 3 ü 2:1. Y 4 ER a б 
I r r r 


Ausser diesen Kräften unterliegen die Punkte m und m‘ noch den aus dem Widerstande 
der Curve herrührenden Normalkräften N und N., die einander gleich sind. Die Componenten 


dieser Kräfte sind, wenn o der Radius des Kreises 


`$ 


N, = № М, = NL 
e z e 

N, = Ж Ny = NL. 
e H 


. N А e e 
Es sind also, wenn man = = 2 A setzt, die Componenten der an m und m‘ wirkenden 


Kräfte 


X--24x, Y ＋ 21 y, X 2 4 xX, Y' ＋ 2 4 „. 


Der dynamische Ausdruck derjenigen Kraft aber, welche allein einem Punkte m dieselbe 


- " $ EH e - d*s . 7 
Bewegung ertheilen würde, wie alle Kräfte an ihm zusammen, ist m —; und die Componenten 


d t? 
SE d?x d?y " луы: 
sind m du» qs Es gelten also folgende Gleichungen 
i dd g 2 { E 


к d*x 
0 2 L = 
X + 27 x m a 
e КУ T == d? у 
Р Y ＋ 2425 m 3 
RUN AS т. EI 
> d t? 
m E 1? vi 
i 2 == гус 
Y’ + y m. ig 


Dieselben Gleichungen ergeben sich aus dem d'Alembertschen Prinzip. Die Coordinaten 
g g I 


von m und mi müssen den Gleichungen 
3. L = х? ＋ у? — о? = 0 und Mega ipe) 


genügen; es ist also 


Xnr ＋ 24x =0 

Y — m = ＋ 2 A4 y = 0 
4. ; 

X m’ 45 d- 2 * 0) 

X — m SC + 2 »у'== 0 


$ 2. Die Gleichung der lebendigen Kraft. Multiplieirt man die Gleichungen 2 der 


Reihe nach mit dx, dy, dx‘, dei und addirt, so ist unter Berücksichtigung, dass nach $ 1, 3 


2 Axdx + 2/4 y dy = 0 und 
2 ух! dx'--2»y'dy'— 0 
y 7 = a jx 12 x 1 
1. X dx + Y dy + X' dx' + Y' dy' = m = dx + SCH dy | 
[х H Hay: d 
+ m = dx! 4 dads 


Beide Seiten dieser Gleichung enthalten ein vollständiges Differential, denn die Grössen 
X, Y, X., Y' sind die partiellen Differentialquotienten des Potentials 


jm [Ку = Gy] + Tm И); Es (E) | — im aJ + m' (E) 


Durch Integration der Gleichung 1 folgt also 


8 (ЧҮ? | ı (F —— 2k + C oder 
2. m E: ) T nm (s: r i | 
2 + : = ; 

3. e. 


Sind v, und v, die Anfangsgeschwindigkeiten und r, die Anfangsentfernung der 


Punkte, so 1st auch 


ni Vo” + m’ vo? II, ШЕ um ER ER 
го 
Subtrahirt man diese Gleichung von 3, so ist 
E] 1 wei? ? | i 12 e I 1 Р 
| m v? ＋ m v^ — (m ve? + m v?) —2k (= a oder 
4. е; 

deja 4 (=): ә Р 19 el 1) 

* W Vos ш у^) = 2 k= — = 
| п) E Г dt (m n3 o) To г) 


d. h. die Summe der lebendigen Kräfte ist immer dieselbe, wenn die Punkte dieselbe 


Entfernung haben. 
Die Gleichung 4 giebt eine Relation zwischen den Geschwindigkeiten und den 
Cordinaten. 


$ 3. Das Princip der Flächen. Wenn man die Gleichungen 2 des $ 1 der Reihe 


nach mit y, x, y', x‘ multiplicirt, so kann inan folgende Gleichungen bilden 


E 3 NC LA J 127 
3 * X m E 
- З Я "dën dix 
| el EI у X! — m! E е2 Е = : 
” . dt* E qu 


Durch Addition derselben folet 


2. X(xY—yX)-u [s A —y Ca 5 [x = — у! 
Nun ist 
- wer Am Р 
xY—yX- К. (у у) س‎ у (к س‎ ж) 
x’ Y' ә: у! X = — Ы [x' (y = ү!) y! (x же x^] 
folglich 
* A N Y NY) = G . = у) — (у — у) (к — у] = 0 


1* 


Die linke Seite von 2 ist also — 0, mithin auch die rechte 


Die linke Seite von 3 wird wieder ein vollständiges Differential, 


multiplieirt. Denn es ist nach t differenzirt 


dy dx 12 у 
ak? el ac — («22 
dt 4 dt dt? 


dt 
Integrirt man also die Gleichung 3, so folgt 


х dy — y dx x dy — } І 
- — m SH =- 


4. Sm 
dt dt 


v! dy! — vi dx‘ 


dt 


wenn man mit dt 


d. b. multiplieirt man die von jedem Punkte beschriebene Fläche mit der Masse des Punktes, 


so ist die Summe dieser Producte proportional der erforderlichen Zeit und in gleichen Zeiten 


gleich gross. 


$ 4. 


Polareoordinaten werden die Gleichungen 4 der Paragraphen 2 und 3 bequemer. 


der Punkte m und mi sei bestimmt zur Zeit 


Transformation der Gleichungen in Polarcoordinaten. 


— о sin Ө dO 


. cos O dO 


t = 0 durch die Winkel en с, 
t = t durch die Winkel © u. O. 
Es ist nun x = о cos © БО 
у = o. sin © dy 
folglich 
x dy — y dx 
ب‎ — — 
dt 
‚ Х' dy! — у“ dx“ i 
und m =m 
dt 
folglich nach $ 3, 4 
z de ; d0’ 
m о" - m'o* — 
. ad 


Durch Einführung von 


Die Lage 


Die Bedeutung der Constanten C ergiebt sich; wenn an Stelle der Geschwindigkeit 


de 


at 


0 


Es ist dann 


m о? o + m' о? ei = C und 
2 10 d“ 
m о? dr pm. 
It А 
de i ем 
1 1 — = С 
m Co + m T с 


worin e — 


m o? w + m‘ о? w oder 


mo + m'o'. 


die Anfangsgeschwindigkeit o œ gesetzt wird (o ist die Anfangswinkelgeschwindigkeit). 


Durch Integration der Gleichung 1 ergiebt sich die zwischen ©, ©' und t bestehende 
wichtige Relation 


2. m O + m = ect + f 
Die Bedeutung der Constanten 8 ergiebt sich, wenn t = 0, Ө = «, Ө = с gesetzt 
wird 
та -+ m' e = В 


Man hat also nun folgende Gleichungen 


с VS e 8 
/ € LI = [0% ] be] ri — 
| ` m P er m td m 
2 0 m 0 4 с t В 
2] т — . — * 
d = m mi sr m’ 
| о! ucc m TA Ө + A t 8 
m m m 
M e 3 S 
= —— O- < t + , worin M = m + mi, 
m m m 


Es mögen nun auch in die Gleichung der lebendigen Kraft Polarcoordinaten eingeführt 


und п 1 << ZE angenommen werden. 


Die von den Punkten in der Zeit t (d. h. von t = 0 bis t = t) durchlaufenen 


Bogen sind 
s = . (O — а) und 5 = o (0' — «^, 


folelich sind die Geschwindigkeiten 


ds deo ds’ d o 
s Der 
und die Anfangsgeschwindigkeiten 
жо === O0 und El 
Nun ist х == . cos © y = o.sin G 
X! — 0.008 G y = Sin 95 
mithin 
(x — x)? = o?.(cos? © — 2 cos © cos O' + cos? 9") 
(y — y)? = ọ°. (sin? Ө — 2 sin © sin O' + sin? 00 
т? = 0° [2 — 2 соз (O' — O)] 
e EEN ET 
^ „55 . 0'—8 
5 r == V 4. sin? ;— = 2 g.sin — 


2 


6 
: Р o 
Analog ist r, = 2 o sin ———: 


Setzt man diese Werthe 4 und 5 in die Gleichung ($ 2, 4) der lebendigen Kraft, so 


o 

folgt 

2 22994 e? (28): 5 RET k 1 1 
m o? (| —)? — (m o? w° + m g o°?) = =. | — 
e dt dt SEK Fr CR à ) 0 P * — ۾‎ ein 64 — 0 | 
2 2 

oder 

а аө}, | SEL Е Aes Af 1 1 

6. m (5 dE TU Er (m e? + m = 05 ( „ишсе E өтсө! 
| nU im | 


$ 5. Transformation der Gleichung der lebendigen Kraft. Mit Hülfe der Gleichungen 


de ds 
m — + m! — = c und 
dt dt 
M с В 
e — Ө = — = Ө t + 
m’ 55 m’ 1 m‘ 
do О А Y S See, - ч - 
kann man 9' aus der Gleichung 6 des vorigen Paragraphen eliminiren. Es ergiebt sich 
dë — m аб с 
ота m' dt m’ 


do m x isis J^ m do 
= ae = i 
l. w (de) w dt 4 m d ! 


Die Gleichung 6 des vorigen Paragraphen geht über in 


SE m? 50 — m dn c? 

| p 2 1 12 
+ 2 с — — + - - | 0°? + B 
E m’ Ча: m’ dt m’ (n e E ) 


n2 
№ 


Die linke Seite der vorstehenden Gleichung ist aber 


m = li (i) 9€ al 9 i 12 
2 7 Teer 2, — (m e? + m’ w°?) 

m x | EA e c? E dee 2 ENT 

— = Zu — 1 (m e? + md o?) 


mM [40 " | c 
m Lat М M 


(m o? + mi ) 


Die Summe der beiden letzten Glieder ist aber 


| m? o? + 2 m m o о! + m? o? i 
M ( m? o? — mm o'? — m m! o? — т? ei?) 
1 E 7 
= ў · [2 m m o o — m m o? — m m‘ 0°] 
m m 


( — о)? 


7 


Bringt man dieses Glied auf die rechte Seite und dividirt sodann die Gleichung durch 


mM : 
— 80 ist 
m‘ 
do e ** W у ^ m* k 1 1 
—— >] = W س‎ 0)? — e = 
E M m“ * mM oi ! c — а . 9-09 
E і sin — ed ies 


Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus und schafft das Glied М auf die 
n 


andere Seite, so ergiebt sich 


de e m m‘ k [ 
— — — 4 1 В 2 | А, ^ 
dt M е V G 9 я з 


M 


m’ 


Wollte man rechts für O' — © den $ 4 gefundenen Werth © — Ө = + 


3 e . JA . ne n = 
; t + einsetzen, so enthielte die rechte Seite noch t explicite; nur für с = 0 würde t 
m m 


herausfallen. Es mag daher das Argument 


4. Ur EL С)! [2] 
eingeführt werden; es sei / = с а. 
Dann ist 
Б dy deo deo 
9. dt qt dt 
d d: y—09—0—-—X9..*4,.4 P. во folgt 

und аа = = = zi I s S 
du M do e 
dt wm dt m’ 

und aus der Gleichung 3 wird 

1 dy M 7 A C 

6. Жек V @- 2 + u E 2.1) 

dt m‘ M? 1 mM oi sin A Qo sin 2 y 


TIT Vo ө): 4 М k siniy — sin 1 y 
= + r E E 


mm‘ oi sin $ Wo sin} y 


Bezeichnet man das Radicat mit R, so folgt 


E 


Dieses Integral führt, wie man sehen wird auf ein elliptisches. Die Umkehrung 


würde ergeben W = ©' — Ө = f (t), und mit Hülfe der Gleichung G“ — Ө = — — Ө 


: c 3 - е e . 
Tat 25 könnte man dann für jedes t auch Ө und O' bestimmen. 
7 Д 


Cap. II. 


та о -- m' 9! — c == O. 
йө d 2 : : E : 
N iv dt ein Maximum, Minimum, Null. Es soll nun zunächst der Fall unter— 
1 
sucht werden, dass m о m œ = c = 0 ist. Dies tritt ein, wenn 

l. ص‎ = o! = 0, also die Anfangsgeschwindigkeiten einzeln gleich Null, oder 
2. m = — m! о oder 

0:0 = — m':m, also die Anfangsgeschwindigkeiten entgegengesetzt sind, und 


sich umgekehrt verhalten wie die Massen der Punkte. Wie sich sogleich zeigen wird (vgl. 
Gleichung 3), nehmen beide Punkte gleichzeitig die Geschwindigkeit Null an. Die Unter- 
suchung der Bewegung würde also mit der unter der ersten Bedingung im Wesentlichen 


übereinstimmen. 


eo 


Es mag nun noch vorausgesetzt werden, dass а < ei < ist. Von der Anfangslage 


ausgehend hat nun Punkt m zuerst eine negative, m’ eine positive Richtung; die absoluten 


Geschwindigkeiten beider Punkte nehmen zu bis © — Ө = л ist. Bestimmt man nun, dass 
für diesen Zustand © = л Ө = 0 sein soll, so ergiebt sich aus den Gleichungen 
m’ 8 
Ө =—- 9 + - (denn e = 0) 
| m m ә 
" m B 
1 ES. m’ ө pir m’ 
| M B 
Og iM gud 
m’ T m 
das Verhältniss der Winkel « und r — с. Es ist 
В me m’ «' 
\ л = 5 EH EE 
2. m‘ m‘ 
| m (r — œ) = m & 


Hieraus folgt 


m 
| а —m-—-—a« 
m 
M 
2* © — а = п — . a 
| m 
M 
5 (ei el = i п — SR 
^ = та 
Aus dem Prinzip der Flächen folgt nun zunächst, da c = 0, 
3 dO „| | d8 0 
3: m m' — — 
de ° dt 


d. h. beide Punkte haben immer entgegengesetzte Geschwindigkeiten und gleichzeitig die 


Geschwindigkeit Null; ferner hat m ein Maximum der Geschwindigkeit, wenn m‘ ein Minimum 
hat und umgekehrt. 


Die Gleichung 3 des $ 5 geht nun für c = 0, о = о! = 0 über in 
4. poe m NEN DEE fe 
dt mM р? Lsin j (e — c) sin 3 (@' — 0) 


Zur Abkürzung sei nun 


M [m К з 
— = b und V = = C 
m f o“ 


so ist nach 2* 


sin 1 ( — о) = sin (4 m — 1 b æ) = cos 4 b а und 
sin 4 (0' — ©) = sin 4 ( b O r) = cos 1 b O 
und 
= =” шет сы —€— = 
5. о s. op LIBS 
dt cos } b æ cos } bO cos} be. cos b 


In dieser Gleichung ist 4 b а < } я, denn 


M m«--m'a« 
557 a = 


سا 


nach der Annahme ist а < c, folglich 


m «c + me 


Si $ meet AL (nach Gl. 2). 


me+ me 


A 


1 
7 


Es ist daher cos 4 b а ein positiver echter Bruch. Noch mag bemerkt werden, dass 


C A ; SA e i v, dé' < A - З e 
aus der Gleichung 5 ersichtlich ist, dass die Geschwindigkeit dr eine stetige Function von O ist. 
8 é 8 


РРА = D ER AC . : 5 do 
Aus der Gleichung 5 ergeben sich nun leicht die Bedingungen, unter welchen 


E 8 dt 
ein Maximum, ein Minimum oder Null ist. 


Quadrirt man die Gleichung 5, so ist 
* © H 


SE 3 1 AP 1 
(5 = E cos I b a SEN. 


cos Jb O 


und durch Differentiation nach t erhält man daraus 


~ dO dän 2 1 > 10 
5 ا کک‎ = 5 СЕЕ =8 1 wS ^ 
dr xa Eb CES erte Sin b O d oder 
2 = [2] m Ni C А sin ibo 


dt? E cos 24 bo 
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e dO . du - 1 " ^ =, 
Damit also dt ein Maximum oder Minimum wird, muss die rechte Seite gleich Null 


sein, also 
sin 4 b Ө = 0 oder 
Ө = 0 oder O = 2 n . 


Der letztere Werth ist ohne Bedeutung, denn © kann nicht grösser als с werden, wie 
sich zeigen wird. Die entsprechende Lage des anderen Punktes folgt an's 


ө = — ®, ө 4 , % л, 


m m’ ım 
wenn darin @ = 0 gesetzt wird; es ist dann 
Ө = я. 
Es bezeichne W das Maximum, w das Minimum der Geschwindigkeit von m, so ist 


Ten 
I ч 1 cos I b 
ЧҮ =-+ С. — — 


cos A bæ 


w=— С Vor ba 


und da in der Gleichung 


de 
dt 


sib cos d b « 


| 
+ 


cosiba« cos A bO 


das Vorzeichen der Wurzel mit dem von do übereinstimmen muss (C ist eine positive Grösse), 
so folgt, dass das Maximum bei wachsendem Ө, das Minimum dagegen bei abnehmendem © 
stattfindet. 


Das Maximum W' und das Minimum w' für den Punkt m' folgt aus den Gleichungen 


W + m w' O und 
m w + m W'S 0, 


nämlich 


8 } b 


Wi = + = C ze 


cos} bea 


8 — cos} І —cos]ba. 
COS A xy [14 
de 


2s ist nun die Frage, wann — = 0 wird. Es ist 


| 


de З feos ЪӨ — cos I ba 
ET — MG |t nets — 0, also muss 


cos} ba 


dt 
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cos 4 b © = cos d b a 
ЪО = - b a oder 
= + 4 b e + 2 n л sein. 
Auch hier ist aus gleichem Grunde wie oben n = 0 zu nehmen, also 
Ө == 
d. h. jedesmal wenn der Winkel © gleich + e oder — « ist, wird die Geschwindigkeit des 


Punktes m Null; er kehrt von hier aus um. Für den Punkt m' ergiebt sich die entsprechende 
Lage aus der Gleichung 


Ө! = — E © + n. 
Es wird, wenn @ = « 
Ө == — m a п = o, 
und wenn Ө = — а 
% = A + r=? л . 


Hiernach geschieht die Bewegung der beiden Punkte also in folgender Weise: 


Von der Anfangslage, bestimmt dureh die Winkel œ und oi (zwischen denen die 


Relation m а = m‘ (m — а) besteht) in entgegengesetzter Richtung ausgehend, nehmen die 
Punkte an absoluter Geschwindigkeit zu und erreichen jeder das absolute Maximum, wenn 
sie sich diametral gegenüber stehen, wobei Ө = 0, und O' = ~ ist, Von hier aus nähern 
sich die Punkte wieder, wobei ihre Gesehwindigkeiten abnehmen und Null werden, wenn 
© = а und O' = 2 л ei ist. In Folge der abstossenden Kraft müssen die Punkte wieder 
umkehren, erreichen abermals das absolute Maximum der Geschwindigkeit, wenn Ө = O, 
O' = m, und stehen zum zweiten Male momentan still, wenn Ө = a, © = о! ist, um von 
hier aus eine zweite Oscillation zu beginnen. Die Punkte pendeln also beständig hin und 
her und zwar m zwischen den Lagen Ө = + а und Ө = a, m‘ zwischen den Lagen 


O' = a und 0' = 2 п — e. 
$ 7. Bestimmung der Schwingungsdauer. Aus der Gleichung 5 $ 6 ergiebt sich 
die Zeit 


cos b 
5 — d duce 
cos 3b 9 — cos b « de 
oder 
= — 
t = ШЖ 2 DR de 
C 
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wobei das Vorzeichen der Wurzel unbestimmt gelassen ist. Es muss + sein bei wachsenden 
€, — bei abnehmendem ©. 


Es mag nun substituirt werden 


cos 4 b Ө = х cos A be = a SE 
2 dx VS 
d Ө = ——=—. zta — €, 
b y1-. x? bC 
so folgt 
X 
^ x dx 
t= ©, —— - 
V(x a) (1 х?) 
е Xo 
ex 
l. == © 
е. 


Man erhält also ein elliptisches Integral. Um dasselbe auf die Normalform zu bringen, 
soll (vgl. Durége, Elliptische Functionen, Abschnitt V, $ 22) folgende Substitution benutzt 


werden 
1 а 
) = LEE il e Е IXS . 1—ЕЗу 
1+а+(1—а)у 1—a ETT 
1+ — у 
l +a” 

1 — а ә - - SR NY d 
wenn —— == k? gesetzt wird. k ist reell und positiv, denn а = cos 4 b war ($ 6) ein 
positiver echter Bruch. Nun ist, wenn man 1 + К?у N setzt 

ioi eU Ку) EE» js 2k? lv 
dx = —— NS —— dy — ux dy 
x . (1 — ka y) 
N M D 

М ] 1 — k? y —а(1 + k?y) 
х — а = pou: 

(i—a)—(1+a)k?y 

ада 
(1 - а) — (1 — а) у 1—a 


= D ( = (ر‎ 


Das Radieal in 1, wird also 
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1—а 2k? 2 1 
2 лу раа л ee 
к= = 2 
- . Va- YH k y) 
folglich 
x dx 2k? 1—k?y N? dy 
Y—x(x—a)x—1)x-4-1) N2 N 2kV1—a Vyü—püa-By) 
1 1—k?y dy 
IVa 1 k?y VYya—yd —k?y) 
Substituirt man hierin abermals 
: S - dy 
8. y z? und nimmt z = + Vy, 2 dz = ys " 
y 
so folgt 
d x dx -k222 _ 4 à 
Jo ys 14-k? 2? MI z% (1 — k? z3) 
èk? z? — dz 
үн V — z?) (1 — k? z?) 
Di k? z? — 1 — 2 А -hál А 
а nun K 7 25 Xu Dk „ so erhalt man 
f. x dx 2 [ dz 
Ух (х —а) (х —1)(x 4 1) Vi Ta eJ V1 22) (1 Е т?) 
4 f. dz 
— — UR چ ےر‎ Об 
Y1 +a eJ (1 + k? 22) MI — z?) (1 -- k? z?) 
und substituirt màn endlich 
4 - dz d 
; z — sin ф — 3 
р Vi-z Ф, 
so erhält man schliesslich 
2 Í x dx 9 ә dq 
b — — 
e) V— x (x —a)( x—1G-cD ixi dime a; 
аф 


4 E 
"ir: | (1 + k? sin 24) VI — k? sin 2% 
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Es bleibt noch die Bestimmung der Grenzen übrig. Nach einander sind folgende 


Substitutionen gemacht 


x = cos 1 b O und а = соз} ba > 0 
Da Ө beständig zwischen den Grenzen + а und — e bleibt, so ist auch x stets ein 
+ echter Bruch 
es ist а < x < 1; wenn 
Ө — а | 0 | — & [2] 
so ist x a 1 | а x 


Sodann wurde gesetzt 
ERST, 


E = r x H 
1 +а + (1 --а)у 


wenn х — а, so folgt 


a + a + a (1 — а) = 


wenn x = 1, so folgt 


1 +a + (1 — a) у = 1 + а س‎ (1 — а) у 


y = 0; 


mithin ist auch y stets ein positiver echter Bruch. 


Dasselbe gilt für z, da y? = z ist; und wenn 
y = 0, 
so ist Z = д; 
Da 0 < z < 1 so ist auch auch die Substitution 2 = sin ꝙ reell, und wenn 
z= O, 1 
so ist p= z, 


Stellt man die einander entsprechenden Grenzwerthe der Variabeln zusammen, so ist, 
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Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass de gleiches Zeichen hat mit d O, wenn © 
positiv ist, entgegengesetztes, wenn © negativ ist. Fübrt man nun die Grenzen in die 
Gleichung 5 ein, so erhält man, wenn 


4 ф = ¥1 — К? sin Ze gesetzt wird, 


x op 
6 x dx 2 | d 
» == KD — 
y— x (x — а) (x — 1) (x + 1) DE "TN 4 m 
e7 a 8 jr 
әт 
5 ا‎ EE 
= (1 4- k? sin 29) 49 
е. іл 


Die Gleichung 1 geht daher über in die folgende 


2 gi st f 
t= C — dq ә dg: 
5 : Ma \ BEI (1 4- k? sin 24)4q 
le л * In 


sin f 
2 der dq 
- €, EST 7 = LU 
V1 +a | 4 BEI 
0 е о 
in эт 
2 dg; 9 Е dp 
S (1 + k?sin?g) 4 у = (1 + К? sin °g) 4q | 
e. 0 И] | 
: 2 dq 
rds — == C 1 === - E Tm 5 
V1 +a бе sin 24) 2 р 
of 
77 CUM 
(L-k? sin 2% 4 ф 
e 0 | 


Das Vorzeichen ist so zu nehmen, dass die rechte Seite positiv wird. 


Die Zeit t., welche der Punkt m gebraucht, um aus seiner Anfangslage Ө = « bis 
in die Lage © — 0 zu gelangen, findet man, wenn man in den Integralen der Gleichung 7 
für die oberen Grenzen q den Werth 0 setzt, wodurch F (g) und Л, (9, К?) Null werden. 
Die Zeit t,, welche der Punkt m gebraucht, um von © — 0 in die Lage Ө — — « zu 
gelangen, ist — t,, wie sich leicht nachweisen lässt. 


Man hat also für die halbe Schwingungsdauer 


8. t = СИЯ ET [K — 2 Лл, (3 m, k2)]. 


Der allgemeine Fall. 


E? 


$ 8. Zur Discussion der Bewegung der Punkte m und m‘ bei beliebigen Anfan 


OQ 


geschwindigkeiten o und о! hat man die Gleichungen 


do den 
1 m it + m gr = ma + m e = с 


К sin 1 % — sin } Wo 
3 


2. * ILE (y) = + Vo -— ET + u 


„ mm’ ¢3 sind . sin 1 W 
Aus der ersten folgte durch Integration mit Berücksichtigung der Constanten ($ 4, 2) 


m O + m Ө = ct + m a + m о = ct + f, 


und hieraus (m + m’ = M) 


. 8 

ө ш ө p EXP 

gue muc TN A 

3. 8 „© + j 1 р n 
M 8 
نک ی چ کک ص یں کا رن‎ 
` m 


Die Gleichung 2 mag vereinfacht werden, indem man substituirt 


m + m' k 
mim 0° — 7 
rn N | мау "= — 
d ICH — w)’ sin Te ry  ] 
sin 4 Wo A 
y. sin 1 Wo sin } Wo == А 
=ч — — 4 


(o'— y)? sin} wo Hy (“ — w)? 


sin X Wo + 1 


ә 


Aus der letzten Gleichung erkennt man, dass wenn W, < л, В < sin 4 Wa also ein 
3* positiver echter Bruch ist, und dass 2 are sin В < W, ist. 
Die Gleichung 2 wird nun 


ро = + V RET IESE. 


sin J Wo sin 1 y 


sin 1 Wo 


— Ve — w)? sin à Wa +y f |, sin 1 y 


4. —4lymiv—B _ 4 Vu ари 29и 


AV sin 4 y 
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Durch Integration folgt daraus 


uU 


| ein фу . dy. 


| 
> 


Vsin lw—B 
е. Yo 3 
Es soll nun wieder untersucht werden, wann F (w) ein Maximum, Minimum, Null 
wird. Die Werthe von F (W), für welche diese Fälle eintreten, sollen ausgezeichnete Werthe 


von F (wy) genannt werden. 
$ 9. F (v) ein Maximum oder Minimum. Aus der Gleichung 


de do! 
m — 


1. = dt ie dt 


folgt, dass die Geschwindigkeit des einen Punktes wächst, während die des andern abnimmt, 


des аб“ 


dass also auch ae ein Minimum, wenu = ein Maximum und umgekehrt. Auch muss wenn, 
= ein Maximum oder Minimum ist, F (y) = 42 "E à sin Maximum resp: Minimum adin, 
Nun ist I 
1 3 
FUIT 


und deren Ableitung 


I 


2 F (%, F. (y) 


Soll ein Maximum oder Minimum von F (%) stattfinden, so muss die rechte Seite 


Null sein, also 
COS A y == 0 


2. Y= ＋ 2 un 


d. h. die Winkel ©' und müssen sich um ein ungerades Vielfaches von zr (oder um zz, 


unterscheiden. Demnach ist 


3. F (л) = + = Vi — В 

ein Maximum oder Minimum. Da nun dt bestãndig positiv, so muss die Wurzel auf der 
rechten Seite in 3 gleiches Zeichen mit dw haben; es wird also ein Maximum stattfinden, 
wenn dy positiv, d. h. wenn die Differenz @' — Ө = wv der Winkel G“ und Ө wächst, im 


andern Falle das Minimum. 


А . Y e d 

Es sei nun W' das Maximum von d 
S ras 

w „ Minimum „ „ 

- de 

W , Maximum „ ze 


w » Minimum „ „ 


w - = 


Nach der Gleichung 1 ist aber 


| m w + mi Wi = ес 
mW + m’ wi e 


Aus den Gleichungen 4 und 5 ergeben sich nun folgende Werthe von Wi. w’, 


W und w 


/ = ‹ m 1 ی‎ y. 
/ HEIN ыы = 
у= M ' MA ү1 B 
— m l 
N * N N В 
). 
= с m‘ 1 — 
WwW = M — M X HL — В 
e m ee 
Ke арса qoc, 


Während die Geschwindigkeit von m‘ sich vom Maximum bis zum Minimum um 


2 — 
W у M X 11 B 
verringert, nimmt die des Punktes m zu um 
: i] -— 
W > T 3 ш 3 = > 
W 28 11 B 


welche Werthe das in 1 enthaltene Gesetz befriedigen: denn es ist 
W’— w: W wc m m 


Aus den Gleichungen 6 ergiebt sich noch folgendes Gesetz der Bewegung (e als 


positiv vorausgesetzt): 


1 nc 354 1 . : - 
1) wenn e — m E y] — B >0, so hat der Punkt m' stets positive Geschwindigkeit ; 


es muss also in diesem Falle auch seine Anfangsgeschwindigkeit oi positiv sein. 


1 55 А Se d А А - 
2) wenn с — m ^ J1 — B = 0, so wird das Minimum der Geschwindigkeit von 
7 8 


m‘ Null. Der Punkt m’ bewegt sich auch in diesem Falle nur in positiver Richtung. 


J — SN uec. 
3) wenn ec — m ^ V1 —B < 0, so hat der Punkt mi auch negative Geschwindigkeit; 


er muss zu irgend einer Zeit zum Stillstande kommen und sich dann in entgegengesetzter 


Richtung bewegen. 
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Ein Gleiches gilt vom Punkte m. Er bewegt sich (immer с > 0 vorausgesetzt) nur 


i 2:5 Ge 1 1—5 ~ Së 

in positiver Richtung, wenn c — m' ч Y1—B > 0, er kommt zum Stillstande und kehrt 
Ch AE am 

um, wenn e — m < B 70558 


Wäre c — 0, so würde man dieselbe Reflexion auf die Maxima der Geschwindigkeiten 
W’ und W anwenden können. Doch ist dies nicht erforderlich, da man die feste Richtung 
L L/ von der aus die Winkel e und @ gerechnet werden, sich so gelegt denken kann, dass 
m о + m‘ wi positiv und zugleich о > « wird; man braucht nur die Buchstaben zu ver- 
tauschen. 


Es erhellt noch aus den Gleichungen 6, dass bei entgegengesetzten Anfangsgeschwindig- 
keiten nieht beide Punkte immer positive Richtung haben kónnen, sondern hóchstens der eine. 
Wenn nàmlich 


c ш A VIP = 0, dagegen 
c — m : SB 0 
= SN: 


so behält der Punkt m‘ immer positive Geschwindigkeit, während m sich bald in positiver 


bald in negativer Richtung bewegt, und umgekehrt. 


$10. F (у) = 0. 1. Damit F (y) = 1 | wird, ist erforder- 


lich, dass 


sin 4 y = B 
4 oy = arcsin B + 2 n m, 
oder da ja immer die Differenz y = Ө! Ө < 2 m ist, 
B y = 2 arcsin B oder 
) y = 2 л — 2 arcsin В 


Aus der Gleichung 


dw de’ de 
dt dt dt 
" 3 dw . D p 1 i . . . 
erhellt, dass, wenn „ = 0 ist, die Punkte m und m' gleich grosse und gleichgerichtete 


Geschwindigkeiten haben müssen. Die Grósse dieser Geschwindigkeit folgt aus der Gleichung 


de , de 
m dr + m dem с, 
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” de d8’ 
wenn man darin setzt — = —— 
dt dt 
de 
(m + m^ — = с oder 
dt 
3 dO. . dO' 8 
3. dt d NI 
= d8 аө . . E P 
Dass Е (v) = jc qt immer einmal Null werden muss, erhellt aus den Gleichungen 
0 


6 des vorigen Paragraphen. Denn da die Geschwindigkeit des Punktes m’ abnehmend alle 
1 


е : m —— A € 1 1—5 ; deg А : €— Ы 
Werthe von М Рат V1 — B bis Я — E = Yl B, und gleichzeitig die Geschwindigkeit 
› T c m’ 1 — УГА m’ 1 MÁY A 
aes U 5 7; ; alle /erthe v imr. nu u bis - Бач — H - 
les Punktes m zunehmend alle Werthe von M Е y1 bis x —— AA ү1 B continu 


irlich durchläuft, so müssen beide Punkte einmal gleiche Geschwindigkeit haben, also die 


Differenz ihrer Geschwindigkeiten Null werden. 


du 


Noch verdient bemerkt zu werden, dass jedesmal wenn F (%) = p= ist, auch 

- d € 
die Differenz / = ©' — © selbst ein Maximum oder Minimum ist, dass also alle Werthe, 
welche w = ©! — © annehmen kann, zwischen / = 2 arcsin В und YW = 2 л — 2 arcsin B 


enthalten sind (Gleichung 2). Da nach $ 8, 3* 2 arcsin B < /, so ist 2 arcsin B das 


Minimum und 2 æ — 2 arcsin B das Maximum von v == @' — 0 


$ 11. Die Zeit, während welcher F (%) die einzelnen Intervalle zwischen seinen 
ausgezeichneten Werthen durchläuft. Denkt man sich die Bewegung der Punkte von der 


Anfangslage 4, aus so beschaffen, dass die Punkte zuerst in die grösste Nähe v == 2 arcsin 

B gelangen, und die dann folgende Bewegung durch die ausgezeichneten Werthe von F (w) 

vt 117 L arm e : х : 

(0, + F y1 — B, 0, — E y1 — B) in vier Intervalle getheilt, so lassen sich die den einzelnen 
£ £ 


Intervallen entsprechenden Zeiten leicht bestimmen. Die folgende Tabelle giebt die entspre- 
chenden Werthe von w, F (w). 


y = 2 arcsin D | л 2 л — 2 aresin B | л 
(Minimum) (Maximum) | 
| 1 — | 1 — 
Hay =Q += y= B | 0 E yı — B 
7 | А | А 
| (Maximum | | (Minimum) 
Es sei nun 
t, die Zeit, während F (w) läuft von F (%) bis F (2 aresin B) 
un LE x Ё = = , F (2 aresin B) » Е (m) 
E n E : a AQ Е, „ F (2 п — 2 aresin B) 
i decim ` ^ d „ Е я 2 arcsin B) „ F (я) 
5 5 ол = : » F „ Е (2 arcsin B) 


o CD ( +a) = ta. 
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Aus der Gleichung 


эү 
CU? 


sin 1 % 


= + 4 —— 
} EA Vsin 1 B d v 


e Wo 
folgt, wenn das negative Vorzeichen der Wurzel genommen wird, da d w negativ ist, und 


2 arcsin B = a gesetzt wird 


«а Vo „з 


1; L = — А — — A 


е Wa [29 ^ е 


л 2л а 
әл «а 
д. = A A 
L4 е 
+: ел a 
+ to + tı + ta = A | 2A | — 3 A 
+ ta = t, 
ae ә га 
4* p. Tt, =ч A —4А 
. e . LJ P 
„а “л СЕ 
5 t = — А | = А — А | 
el л D "Kë 
LI эл sa 
55 4, 4 BR — 54 
E e e? o 
Weiter 1st йай” = ty oba: 


Nennt man die Zeit, während F (w) alle seine Werthe einmal zunehmend und ab- 


nehmend durchläuft T, , so ist 


1. T; — ti rt + 1, ＋ t. = 4 4 =+А 
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Die Zeit t, , welche erforderlich ist, damit F (у) von einem ausgezeichneten Werthe 


zum andern übergeht, ist immer gleich gross und es ist daher 


0 N sin Zu 1 4 
8. =: = d vy + nt 
V sind y B 1 1 


e T 


eine periodische Function von y, daher auch von Ө und ©‘. 


$ 12. Die Grösse der Winkel Ө und © bei den ausgezeichneten Werthen von Е (W). 


Die Punkte nähern sich entweder oder entfernen sich von einander. Der Fall, dass sie in 
der Anfangslage stehen bleiben, würde nur stattfinden, wenn œ = ei = 0 und zugleich 
с! — « = л ist. Denn in diesem Falle würde die zwischen beiden Punkten wirkende 


abstossende Kraft in die Normale der Curve fallen, also durch den Widerstand der letzteren 


aufgehoben werden. 


Es möge angenommen werden, dass die Punkte m und m’ sich nähern, dann muss 
5 5 
bei gleichgerichteter Anfangsgeschwindigkeit о >> o sein, bei entgegengesetzter œ positiv und 


o negativ. In beiden Fällen erreicht F (%) zuerst den ausgezeichneten Werth Е (y) = 0, 


darauf F (% = 4 IB, F (y) = 0, F (y) = 4 


Jl] — B und wieder Е (ш) = 0. 


Die zusammengehörigen Wertbe von / Е (wy), t und Ө mögen nun sein 
с 5 Ü T o 


| u F (y) | t © [0% 
** — а = SC Se m | v 0 * | к 

2 arcsin B | 0 | i BA 9, | 

m gene түс e 


2 arcsin B 


2 л — 


Zur Bestimmung der Winkel © und O' dienen die Gleichungen 


Aus ihnen folgen 


s M 
* Ө = — — © 
ш 


Ө — Ө = y. 


mec B 
Et 5 


4 m‘ 8 

Kl — ED Ur da 
l. 9 x N t ＋ 

Д m c 3 
ә Ө Gua а ш SE 
e ө e i r 


Setzt man in diese Gleichungen die einander entsprechenden Werthe von w und t 


ein, so erhält man folgende Gleichungen: 


6 aresin B 
3. M M M 

9; = M + = E tun М arcsin В 

с m* ` 

о, = Ө, + M t, — M (л — 2 arcsin B) 
s c m Anis > 

9,— 9, + ral + M (л 2 arcsin B) 

с > A d ) 2 m^ - EC, د١‎ 
| © е, + 2 H ti ~ 2 T (л 2 arcsin B) 
5: 

Me e у= (л 2 aresin B)‏ کے 

- IM nI "M 

A E - › с m : Pepe > 
d © O t 3 od x (7 2 агсѕіп B) 
A, 

9, = Ө; ＋ 3 M t, 4- “М (л — 2 aresin B) 
А О, = Ө, + 4 x ti 
d 

Ө — — ©. e 4 M t, 

Allgemein ergiebt sich 

D - e 

8 © == ©, -f= 4 n M tí 
у annm e c 
Ge O + 4 n r t, 
Man sieht hieraus, dass in der Zeit 4 t, — T, die Winkel Ө und Ө! jedesmal um 
1 1 J 


c 


4 i tı zunehmen, wenn c positiv ist, abnehmen bei negativem с. 


Man bemerkt ausserdem, dass in den beiden ersten Zeitintervallen, t, und t,, in 
welchen % vom Minimum 2 arcsin B bis zum Maximum 2 жт — 2 arcsin B zunimmt, der 


Winkel 


- e ш“ e 
© zunimmt je um ү t, — үү (л — 2 arcsin B) und 


m D 
0 » „ „ м ti t N (7 — 2 arcsin B). 


In den beiden letzten Intervallen, in welchen % vom Maximum bis zum Minimum 
abnimmt, wächst 


D c m D 
O je um м ti ＋ m (7 — 2 aresin B) 
n 
al c m 5 — > 
en 5 M ti — м (® — 2 arcsin B). 


Die Zunahmen von @ sind also in den beiden letzten Intervallen grösser als in den 
ersten, die von @' umgekehrt. 


In Uebereinstimmung mit dem in Cap. II. gefundenen Resultate ist nach Glch. 8 


O, = Ө, = o, wenn с == 0 ist. 
S чы аб аб! a : ` ; a > 
$ 18. ар = 0 und qt = 0. Zur weiteren Discussion der Bewegung beider Punkte 


soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen die Punkte die Richtung ihrer 
Bewegung ändern, nämlich wann dies geschieht, und welches in diesem Falle die Grösse der 


Winkel © und Ө! ist. 
Nach den Gleichungen 6 des $ 9 lassen sich nun drei Fälle unterscheiden. | 


I. Wenn 


e — m n 5 > 0 und 
e — m Vi 5 0 


ist, so sind die Minima der Geschwindigkeiten von m und m‘ positiv; beide Punkte bewegen 


sich also nur in positiver Richtung. 


II. Wenn aber 


1 Er 

c m’ жылыр > 0 
1 r 

m Yı—B < 0, 


(also m > m^), so behält der Punkt m seine positive Richtung, m’ dagegen wird sich auch 


in negativer Richtung bewegen. Beim Uebergang des Punktes m‘ aus der positiven in die 
der de ae 


negative Richtung ist ^; = 0 und aus der Gleichung m — + m = c folgt 


dt dt 


аө — 


dt 
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Die Zeit gd nach welcher der Punkt m’ seine Bewegungsrichtung ändert, ergiebt sich 


aus den Gleichungen 


е: Wo 
und 


; r Br 
2. * 4 ү! e 


sin Jw" 


7 4 72 s : PEN 
wenn man aus der letzten zuerst den Werth des Winkels ermittelt. Nun ist wenn u = 0 
dw — do de R c e l . 
dt mE arri a nuthin 
e УВ 
m A sin X y 
- B 
sin 4 y = ——— ; 
in 4 y TOES 
1-7 
mà 
: B 
y = 2 arcsin —— oder 
P dal a 
| ec 
DJ m“ 
ә. 
^ B 
N EE E 
| — RLW 2 arcsin KE 
1 — > 
m- 
Dass der für / gefundene Werth möglich ist, folgt aus der Annahme 
1 .- й 
3 Y1— B < 0. Denn es ist 
A? с? 
a — — В 
m? x 1 
A Zei 
4 B <1-7 
m ~ 
B z 
Ас? > 
Ju. ee 


Die Grösse B ist nach $ 8 ein positiver echter Bruch, folglich muss nach Gleh. 4 


A? c? LI B D 
auch 1 — m positiv und ebenfalls ein echter Bruch sein, also auch 


B 
— >> В 
ZH und 
Le 3 
m“ 
2 : B ЕХ 
2 arcsin ys > 2 arcsin В und 
1 — — 
m: 
D 9 - B 9 9 1 Э 
2 m — 2 arcsin wg; < 2 л — 2 arcsin B. 
1 уа 
m? 
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di de 

= — — erhellt also, dass 
dt dt e E 
die positive Richtung von mi in die negative übergeht und umgekehrt nur wenn dw negativ, 


oder wenn // im Abnehmen begriffen ist. Der Punkt m‘ muss demnach seine Bewegungs- 


* e дө. SEN 
Nach V oraussetzung 1st ac immer positiv, aus F ( — 


richtung, während % vom Maximum bis zum Minimum abnimmt, zweimal ändern, einmal 


B а B 
ас; das andere Mal wenn ui = 2 л — 2 arcsin - 


1 — 1 = 
m? 


wenn (Gl. 3) v = 2 arcsin 


Zur Berechnung der Zeit z' nach welcher der Punkt m' zum ersten Male seine 
Bewegungsrichtung ändert, ist zu unterscheiden, ob wei positiv oder negativ. 


Es sei œw negativ, % also in der Abnahme, so wird der Punkt m‘ die Geschwindigkeit 


ав’ e А B ^ 
dr 0, erreichen, wenn W = 2 arcsin EXE LY Es ist also 
1 — —4- 
sin 1, 
РЕТИ 
sin 1% -B ' 
Vo 
; М ; B 
worin b = 2 arcsin — , 
A? с? 
(onm lA 
ms 
oder 
2 Vo əb 
Б; vem А f — А 
e, o e o 
a % 2 aresin B. 
т! ist kleiner als t, = A — А : 
е о о 
Der Punkt m’ hat von hieraus positive Richtung, während / zuerst noch bis zum 
Minimum abnimmt, dann bis zum Maximum 2 л — 2 arcsin B wächst und endlich wieder 
bis 2 л — 2 aresin Is abnimmt. Die Zeit bis zum Maximum von % ist aber t, + 
1— — 
ms 
+ t, = t, + 2 t, , mithin die gesammte Zeit bis zur zweiten Richtungsänderung des 
Punktes m‘ (mit Berücksichtigung, dass wegen des negativen Werthes von dw auch die 
Wurzel das Vorzeichen — bekommen muss) 
К 8 B 
ә 27 — 2 arcsin = аз c 
t = t E i Ht, 4 m? 
2 л — 2 arcsin B | 
9 1 B 
2 aresin : 
arcs А? с? 
= to +2 + A m? 


2 arcsin B 
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ab 1 
6. = to ＋ 2 ; ＋ A — A 
о e о 
Setzt man €, = т, — т, so folgt 
əb aa 
7. T 21. FDA — 2A 
р е. о 
Der Punkt m‘ hat nun bei abnehmendem % negative Richtung von y = 2 л — b 
А = B 3 72 = А ` e 
bis w = 2 arcsin T Die Zeit, während m’ negative Richtung hat, ist nun 
1 T purs 
m? 


əb 22 1 b эл ab эл 
€, == = A =A = af SCH f IL A 
2m—b b 5 0 2 n — b 


es ist aber auch hier wieder 


folglich 


0 0 


Œ, ist die Zeit für die positive, Ca für die negative Richtung von m‘. Die Zeit für 
einmaliges Hin- und Herpendeln des Punktes m‘ ist die Summe von 7 und 8 


л 


ә a" 
9. . + به‎ =2 +24 f -2a f es 4 E 
e 


0 0 


was mit $ 11 übereinstimmt. 


Bildet man noch die Gleichung 


(e b 
so folgt hieraus, dass die Zeit für die positive Richtung von m' um 4 A grösser als die 
a 


für die negative ist. 
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IL — de 2 С : A 
Die Grösse der Winkel © und ©, wenn —— = 0 ergiebt sich aus den Gleichungen 
1 und 2 des $ 12 
m‘ с В 
= — — Y4 — 
9 MOV IL E Pg 


m c B 
ics Que bue E 


wenn man darin die einander entsprechenden Werthe 


Uh und i= т und 


Шу = 2 л — b t — т + €, 


substituirt. Diese Gleichungen, die hier übergangen werden mógen, würden in Ueberein- 


` SE ; 5 TE ; T. ê e 
stimmung mit $ 12 zeigen, dass in der Zeit 4 t, die Winkel © und Ó' je um 4 x: t, zu- 


nehmen. 


Anmerkung. Wäre wi positiv, so würde m' zum ersten Male in entgegengesetzter 
Richtung übergehen, wenn das abnehmende y — 2 z b wäre, Im Uebrigen würde die 
Untersuchung zu demselben Resultate führen. 


Auch die Annahme, dass der Punkt m‘ seine (positive) Richtung beibehält, dagegen 
der Punkt m um ihn herumpendelt würde Nichts Neues liefern. 


III. Es bleibt noch der Fall übrig, dass 


c — m' 1 VE — 0 


wobei auch wieder с > 0 angenommen werden möge. Auch sei m > m und o positiv, 
o negativ, so dass also V von W, aus zuerst das Minimum y = 2 arcsin B erreicht. Die 


Zeit, zu welcher m zum ersten, zweiten, dritten Male die Geschwindigkeit Null erreicht sei 


т, тү, 7,5 für m‘ seien diese Zeiten 2½ v,', т,!. 


2 


TES аб do’ , 
Aus der Gleichung m = + m т =е° > 0 folgt, wenn 
de А . dë с 
— = 8 ` nm 
dc 0, so ist dt ac 0 
do’ de e 
r7 == 0, = — SS EU. 


Wenn der eine von beiden Punkten in seiner Bewegung umkehrt, ist der andere 
stets positiv gerichtet. 
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TEC M 19° Ip. 
Aus der Gleichung Е (w) = < — folgt, wenn 
: аб dt ә? 
аө : б 16: N dy 
== 0. 8 8 — = Ü p) = — 
di 9, so ist t F (V) = dt 
аб“ ; d aj a dy 
— == 0 — = D J) = — — 
dt 0, „ „ dt I (v) dt ? 


d. h. der Punkt m ändert das Vorzeichen seiner Geschwindigkeit nur bei wachsendem %, der 


Punkt m‘ dagegen nur bei abnehmendem . 


Wie vorher Gleichung 3 sich ergab, so folgt auch jetzt: 


do 
wenn —— — О, so ist 
dt 
А B 
11. | y = 2 arcsin —— ni b oder 
4 n- Cal t oa 
( 1 nias: ue 
m“ 
| — 2 п — b 
de А 
und wenn „— == 0, so ist 
12. | = 2 arcsin ‚ — b oder 
1 
\ —=2n— b 
- . de NE ET, 
Wenn also von der Anfangslage / aus, (wobei jg Positiv, ~~ negativ ist) die Punkte 
in die Lage v = 2 arcsin B = a gelangen, so muss, da F (2 aresin В) = 0 ist, der Punkt 


m’ umgekehrt sein, beide Punkte bewegen sich in positiver Richtung. Wenn nun y vom 
Minimum bis zum Maximum wächst, so ändert Punkt m die Richtung seiner Bewegung 
zweimal, bei 


y = 2 arcsin ————; = b und bei 


y = 2 п — b' 


bei abnehmendem % wird dann die Bewegung von m’ wieder negativ bei 


А : B А А 
y = 2 л — 2 arcsin ——;—; = 2 л — b und positiv bei 


„Ае 


e B 
— 9 арос —̃ — 
i = 2 arcsin - дїї = b. 
1 


m? 


Beide Punkte bewegen sich daher in positiver Richtung 1) während y von y = b 
bis YW = 2 arcsin В = a abnimmt und dann wieder bis w = b' wächst und 2) während 
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v von 2 m — b' bis y = 2 л — a wächst und dann bis у = 2 m — b abnimmt. In den 
e : : 4 de і е 
dazwischen liegenden Werthen ist bei wachsendem % ду negativ von Y = b' bis у = 2 m b 


я 2 dot - ^ 
und bei abnehmendem W ist qe negativ von y = 2 л — b bis y = b. 


Die Zeit T — 4 t,, innerhalb welcher der Winkelabstand beider Punkte einmal 
wachsend alle Werthe von / = a bis y = 2 л — a und dann wieder abnehmend durch- 
läuft, sei in die vier gleichen Intervalle ti, ta, ta, t, getheilt, und die Bewegung erfolge von 
|| = а aus. Im ersten Zeitraum wächst YW bis r, im zweiten bis 2 л — a; im dritten und 
vierten nimmt es ab bis л und a. Anfänglich haben beide Punkte positive Geschwindigkeit; 
im ersten Intervall aber bei y = b' wird = negativ, im zweiten von ur = 2 m — b' ab 
d8’ 
dt 


wieder positiv. Jeder Punkt ändert die Richtung seiner Bewegung zweimal hintereinander. 
In der Nähe des Minimums und des Maximums haben beide Punkte positive Geschwindigkeit, 
negative können sie gleichzeitig (wenn с — 0) nicht haben. 


wieder positiv; im dritten wird von / = 2 m — b ab negativ, im vierten von b ab 


v — 

: s Я Е Ysin} y - 

$ 14. Transformation der Gleichung t = A TEE dw. Der allgemeine 
sin $ yw — 


Wo 


Ausdruck für die Zeit t 


sin t y 
1. = dy 
° А Үү зіп 4 y — B v 
Wo 


geht über durch Substitution von 


ein 3 y —x, f cos 4 % du = dr, dy= سكل‎ 
13 
in 
x = 
4 Vx — B) (1 — x3) 
Xo 
x 
xdx 
Ү— х (х — В) (х ) 
Xo 


Dieses Integral kann auf dieselbe Weise wie das in der Gleichung 1 des § 7 trans- 
formirt werden; man erhält abgesehen von den Grenzen dasselbe Resultat, nur muss statt des 
positiven echten Bruches a der positive echte Bruch B gesetzt werden. Man erhält also 


9 x dx 2 d + dp 
үк Yı+B Y1 К? sin % Yı+B (1 + k?sin р) дф’ 
1—В 


worin К? — ist. 
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Bestimmung der Grenzen: 


Durch die Substitution x = sin 4 y und B. = sin 4 ½ wird, wenn 
y = 2 arcsin B | л | 2 л — 2 arcsin B 
I 


Aus der Gleichung 


= 
ergiebt sich der Reihe nach für 
x = B | 1 
y=1 | 0 
und endlich aus 
Е сопа E 
dass, wenn 
yas Ios 
ТАН, 10, 
Ф = іп, 0 ist. 


Den ausgezeichneten Werthen von % entsprechen also folgende Werthe von x, у, 2, ф 


| y x | y 2 9 | 
... Lslstsiei 
| 2 aresin B — a B | 1 1 | EH 
— | 
| л éi: au RW eat 
2 z — 2 arcsin B — 2 л a| B 1 1 ул 
| v С х y 2 Ki 
Da nun y beständig zwischen den Grenzen 2 arcsin B und 2л — 2 arcsin B bleibt, 


so hat auch ap nur Werthe zwischen 0 und 4 л. Aber es erhellt auch noch, dass аф gleiches 


Zeichen mit dW hat, wenn % > л, ungleiches wenn / < лг ist. 


Die Gleichung 2 geht daher über in die folgende 


y " 
i oe BAUR duc e e. 2 
Í 7 GIS? L BE: e (+ kasin *p) 4 e | 
Ф > qe 
oder 
4A ET Gg 
4* t = == B | Fe — Fey.) — 2 III, К? “г 2 Dun, 


sein Minimum / = 2 arcsin B erreicht, ist 


In iz 
" 4A | е 4 q » dq | 
5 Ee — p 2 Geri we AX 

Y1+B 49 (1 + k?sin?g) 4g 
e e 

Yo fo 
SH 4A r x 
o == YırB [к FC.) — 2 Пп, K) + 2 Huis TJI 

* 8 


Rechnet man die Zeit von diesem Momente ab, so ist dieselbe auszudrücken durch 
t — z. Diese Zeit ist (4*—-5*) 


4A - ^ 
6. t — т = I س‎ K - Fiy) — 2 MH GA, k) + 2 H., k2) J, 
y14B [ å iG 1 119, E) 
worin das Zeichen so zu nehmen ist, dass die rechte Seite gleiches Zeichen mit der linken 
hat, sie also positiv wird, wenn t — т — 0. 
Setzt man in 6 ф = 0, so ergiebt sich die Zeit t, = 4 T, welche erforderlich ist 


damit / jedes seiner vier Intervalle durchläuft 


de t d o1. * — 2 П (ул, k?) 


Die Gleichungen 6 und 7 gehen über in die Gleichungen 7 und 8 des $ 7, wenn 
man o == 0! 0 setzt, und die Winkel e und c so bestimmt, wie es in $ 6 geschehen ist. 


Denn die Gleichungen unterscheiden sich nur durch die Constanten 


1—B 


9 . H | 
c? — — einerseits unc 
A CUBE pip einerseits und 
2 — i 
Gmb ke —— andererseits. 
1 +a 


M e m‘ k : - 2 
"an Roms m Кк vec 
Nun war b =, О = ү: 1 75 folglich ist 


, Ya =: Са 
T EO | M 1 


Die Grösse 


Die Grösse B aber wird für ei — о — 0 


B = sin 1 y, = а. 


Daher sind endlich auch die Moduln 


1 a 1 B 
l+a 14B. 


$ 15. Recapitulation. Fasst man die gewonnenen Resultate noch einmal zusammen, 


so ergiebt sich Folgendes: 


Die Lage der Punkte m und m’ sei bestimmt durch die Winkel Ө und G“, ihre 


Anfangslagen durch die Winkel œ und e: auch sei а < о < л; die Anfangsgeschwindig- 


Tei = с > 0. 


keiten seien о œ und о o' und m o + m 
Jedesmal in einer constanten Zeit T dreht sich das System in positiver Richtung um 


einen constanten Winkel ———, T, d. h. die Winkel © und @' nehmen jeder um ——, T 
m m ‹ m m 

zu. Nach dieser Zeit haben die Punkte m und m’ immer wieder dieselbe Geschwindigkeit 

und denselben Winkelabstand , — © — у. (Wäre e — 0, so würde keine Drehung des 


Systems stattfinden, und wenn e < 0, so würde es sich in negativer Richtung drehen.) 


Innerhalb der Zeit T durchläuft der Winkelabstand % einmal wachsend und abnehmend alle 


Werthe zwischen einem Minimum a und einem Maximum 2 л — a. 


Theilt man die sämmtlichen Werthe, welche / annehmen kann, in die vier Intervalle 


a bis zr, л bis 2 m — a, 2 л — a bis zr, æ bis a, denen der Reihe nach die Zeitintervalle 
tis te, t3, t, entsprechen, so ist immer dieselbe Zeit | Т = t, erforderlich, damit / jedes 


einzelne Intervall durchlàuft. 


Die Zunahmen des Winkels Ө sind in den beiden ersten Zeitintervallen (während % 
wächst) gleich gross, desgleichen in den letzten beiden Intervallen. Dasselbe gilt für den 
Winkel ©. Doch sind für @ die Ineremente in den letzten grösser als in den ersten Inter- 


vallen, für ©' umgekehrt. 


Die Geschwindigkeit des Punktes m nimmt ab bei wachsendem /, nimmt zu bei 


abnehmendem ; für m’ gilt das Umgekehrte. 


Wenn ferner 


== = Yı—B> 0 und 
em Ez nece 
A 


so haben beide Punkte stets positive Geschwindigkeit. Wenn aber 


= = Бф 


m 


А J1I—B <0, 


so hat m stets positive, m‘ dagegen abwechselnd positive und negative Geschwindigkeit, und 


: : err. 4 . B : B 
zwar negative bei abnehmenden g is ˖ hene л — 2 aresin — — g und arcsin —— -y7 


m? 


Wenn endlich 


so ändern beide Punkte ihre Bewegungsriehtung, und 


©” 


m negative Richtung von 


$ B : 
VU = 2 arcsin — / 2 — 2 aresin 
1 


und wenn abnimmt, der Punkt m‘ von 


п — 2 arcsin — — 2 arcsin 


Der Punkt m ändert also zweimal seine Bewegungsrichtung bei wachsendem w^ (im 
ersten und im zweiten Zeitintervall), der Punkt m‘ dagegen zweimal bei abnehmendem % (im 
dritten und vierten Intervall). 


